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Una quadrica g riferita a tre assi di coordinate ortogonali «,Y,4 
sia rappresentata dall’equazione 


Ax 0 +A,yY+A,2°+2B,y3+2B,xz+2B,xy 
+2C0,4+2C,y+20,2+D=0 i. 


Se p', p", p"", p+ sono le distanze di un punto M della g dalle 
facce di un dato tetraedro -«T_ conjugato di questa superficie, e 
P', P”, P'", Pv sono quattro costanti di valor conveniente, si ha, 
qualunque sia la posizione del punto M sulla quadrica, la relazione 


pp? + pr p A p'” p"” + Pv pr mati | RG ARTon (2). 


D'altronde dette x, y, 4 le coordinate di M; 


r il raggio di una delle sfere tangenti alle quattro faccie di T; 
U,v,w le coordinate del centro di questa sfera; 
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glì angoli che i raggi della detta sfera condotti ai punti di suo 


contatto colle facce di T fanno cogli assi coordinati, e posto per 
brevità 














4 
Ì 
ucosa', +vcosa', +wcosa', —r=H' | 
| 
ucosa"”,+vcosa"!. + cosa", —r=H" 03) i 
ucosa” + v cosa", weosa",—r=H"" | 
ucosa," + veosa, +weosav—-r=H" | 
è 


p' =xcosa', +ycosa', +3cosa'., —H' 
p" =xcosa",+ycosae", +4 cosa", —H" I 
pi==% 084 y c09a!; + rente HMI |: 
p“ = c08a" ,+y cosa, +43 cosa, — H". 

Il risultato della sostituzione di questi valori di p', p", p'", p" 


nella (2) deve essere un’ equazione identica alla (1), ossia devono il 
verificarsi le dieci equazioni di condizione 


P'cos'a' + P" costa"! +P"" costa". 4 Peos'att AF 
P'costa'.+P"cos’a",+P'""cos'a"””, + Pveosta ALI 
P'eos*e. + P" costa": LP" cos a!" E Pecgside 
P'cosa , cosa +P"cosa" cosa! 4 P" cosa!” COSE 

Da Pu cosa”, Cos av. B, Ì sere (4) 
P'cose.cosu + P'eosa'. cosa” 4-b"'cos a" cosa, 

+ P" cosa. cosa =B, 
P'cosa’.cosa' ,+P'"cosa” cosa", +P''cos a, "EOS Ge 


+ P" cosa cosa”, —B. | 


P'H'cosa + P'H" cosa". + PH" cos a", | 
--PYH" cosa = —-C, o 
P'H' cost PP cose” Ps H eos 
+ P*“ HWwcosam.=—0; Î 
PH’ ces a'744 PUB cose PIPE ' 


i i Gg De 
= pi H» COS ga — ca 


ca a E 
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P'H"Lp"H"?| pEr L pu HN°—=D . dite he (6) 


Posto nelle (5) e nella (6) per H', H", H"', H'* le loro espres- 


‘ . 7 è . ® . 
sioni (3), e tenuto conto delle (4), quelle equazioni st riducono 
alle: 


A,u+B.v+ B,w | 
—r(P'cos a' + P' cos al’ + P'"' cos o o + Pi rcos CA — —C, 
B.u--A,0+B,w 109 
ubi cos a', 4 P" cosa”, P'"eosa'", + Pveosa»,) = 0, 
B,u+B.,UtA,w 
Sgt (P' COS gl - P' cos a! LU piega PIE P! cos a.) — 0, 
ALU +A,0°+A,W40'+2B,vw |2B,uw+2B.ur 
ance + P"eosa” + PSR ARCOS 
—2rv(P'eosa' 4 P"cosa”,+P'!cosa”.+Pcosa!.) 
—2rw(P'eosa. + P' cosa. + P" cosa". + Pireosa.) 
+ PP'4 (TZ) "i P'taL PW) D_=0, 


e quest’ultima, in virtù delle tre prime equazioni (4) e delle (5') 
può scriversi così: 7 


Bee DA. w° +28, 000 + 2B7 WB SERA Se 
nieel 0 DD 7*(A, + A, PAESE (6). 





L'equazione (6') ora ottenuta racchiude il teorema che ci era- 
vamo proposto di dimostrare: esso può enunciarsi come segue: 
« I centri di tutte le sfere che hanno il loro raggio di una stessa 
> grandezza data qualunque r, e delle quali ognuna è iscritta od 
> exiscritta in uno dei tetraedi conjugati di una quadrica dala 4, 
giacciono sopra una stessa quadrica () omotelica e concen- 
trica a qg>. 

Dall’equazione (6') risultano ancora i corollari seguenti: 

1° Se si abbia una serie di quadriche 4, Q,, Qa; Gin. 

0i-,, Q;,... omotetiche e concentriche fra loro, delle quali una 


w 
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qualunque Q; sia il luogo dei centri delle sfere di raggio dato 
ri iscritte od exiscritte in tetraedri conjugati della quadrica im- 
mediatamente precedente Q;_.,, essa Q; sarà pure il luogo dei centri 
delle sfere iscritte od exiscritte in tetraedri conjugati di un’altra 
qualunque ‘Q;_, delle quadriche precedenti, il raggio comune R 
delle quali sia determinato dall’equazione 


Rep pr + RR 


2° Se un tetraedro ha due o più faccie di area equivalente 
ed è conjugato di una quadrica 9, i centri delle differenti sfere 
exiscritte ad esso che toccano esternamente una di dette faccie 
sono punti di una stessa quadrica omotetica e concentrica a g. 

Vi hanno tetraedri, oltre i regolari, le cui quattro faccie sono 
equivalenti, e pei quali perciò i centri delle quattro sfere exiscritte 
godono della proprietà accennata. 

Per costrurre uno di tali tetraedri del quale sia data una faccia 
ABC, si cerchi il centro O del circolo circoscritto a tal faccia, ed 
il punto I d’incontro delle sue tre altezze. Sulla congiungente questi 
due punti si prenda il punto H tale che sia HO—=01, e sulla 
normale in H al piano di essa faccia si prenda il punto D in modo 
che il triangolo, che ha per base un lato qualunque AB della me- 
desima ed il vertice opposto in D, sia equivalente al triangolo ABG; 
il tetraedro ABCD soddisferà alla condizione voluta. 

3° Quando la superficie Q è un iperboloide, del quale i qua- 
drati algebrici 42,5*,c° dei semiassi soddisfano alla condizione 


l ] l 
CR an 


ossia quando si ha A,+A,-+A.=0, la superficie Q coincide 
colla g. Dunque sopra una superficie di tal natura giacciono 1 
centri della sfera iscritta, e di ciascuna delle quattro sfere exiscritte 
in un tetraedro qualunque conjugato di essa superficie. 
Suppongasi che questo tetraedro sia regolare e faccia un mezzo 
giro attorno ad una retta parallela ad un suo spigolo e passante 
pel suo centro; i quattro vertici del medesimo vengono così a 
prendere la posizione dei centri delle quattro sfere exiscritte al 
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tetraedro nella sua posizione primitiva, epperciò esso viene ad 
essere iscritto nella quadrica. Ne segue che un iperboloide, i cui 
assi soddisfanno alla condizione sopraindicata, ed è circoscritto 
ad un tetraedro regolare, passa pure pel centro di questo tetra- 
edro; e viceversa, se una quadrica a centro passa pel centro di 
un tetraedro regolare iscritto nella medesima, essa è un iperbo- 
loide, e fra i suoi assi si verifica la relazione soprariferita. 
Avvenendo che la superficie q sia un paraboloide, la Q è un 
paraboloide identico a g ed avente con esso comuni i piani prin- 
cipali: hanno pur luogo allora le proposizioni dei corollari 1° e 2°, 


e quando il paraboloide 9 sia iperbolico equilatero anche quelle 
del corollario 3°. 


